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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

 Актуальность темы диссертации. Асимптотические и аналитические ме-
тоды занимают важное место в теории дифференциальных и интегро-
дифференциальных уравнений. Это объясняется тем, что задачи, рассматривае-
мые в теории дифференциальных уравнений, в подавляющем большинстве не 
имеют явного решения в виду сложной зависимости от числовых и функцио-
нальных параметров, входящих в эти задачи. Однако правильное описание ре-
шения или нахождение приближенного решения можно существенно упро-
стить, если известно, что некоторые из переменных (параметров) очень малы,  
либо, наоборот, велики. Для решения таких задач привлекаются асимптотиче-
ские  и аналитические методы.  
 Обзор литературы показал, что методы преобразования решений широко 
применяются  в аналитической и  качественной теории дифференциальных  и 
интегральных уравнений. Для доказательства существования и единственности 
дифференциальных уравнений в частных производных (ДУ в ЧП) часто приме-
няются методы преобразования решений. 

     Из анализа имеющихся работ следует, что многие актуальные вопросы 
асимптотической и аналитической  теории нелинейных интегральных уравне-
ний  Вольтерра (ИУВ) и ДУ в ЧП, все еще остаются до сих пор мало исследо-
ванными или вообще не исследованными. Среди различных задач, несомненно, 
актуальными, как для самой теории, так и для приложений, являются  пробле-
мы:  асимптотической и аналитической структуры решений в ИУВ, ИДУВ 
вблизи регулярной и иррегулярной особых точек; разрешимость и структура 
решений задачи Коши ДУ в ЧП. 

Связь работы с научно-исследовательскими проектами. Данная работа 
выполнена в рамках проектов по Институту математики НАН КР: «Развитие 
асимптотических, топологических и аналитических методов и компьютерного 
моделирования для изучения динамических и управляемых систем, обратных и 
оптимизационных экономических задач и геофизических процессов”. (2014-
2017), № госрегистрации 0007125;  «Развитие асимптотических, топологичес-
ких и аналитических методов в теории равномерных топологических и кинема-
тических пространств, динамических систем, оптимизационных экономических 
задач, математическом моделировании» (2018-2020), № госрегистрации 
0007664. Результаты работы включены в заключительные и промежуточные 
отчеты по этим проектам.  

Цель и задачи исследования. Настоящая диссертационная работа про-
должает исследования В.Вольтерра, А.Пуанкаре, А.М.Ляпунова, Я.Горна,  
Э.И.Грудо, Я.В.Быкова, М.И.Иманалиева, П.С.Панкова, Т.М.Иманалиева, 
К.К.Какишева,  А.Б.Байзакова, А.Асанова, А.К.Курманбаевой. Она посвящена 
дальнейшей разработке и исследованию разрешимости и структуры решений 
дифференциальных и интегральных уравнений методом преобразования реше-
ний. 
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Задачи исследования: 
•  Выявить достаточные условия разрешимости задачи Коши и построены 

структуры решений новых классов ДУ в ЧП и ИДУ в ЧП. 
• Найти условия существования решений начальной задачи для систем ин-

тегро-дифференциальных уравнений в частных производных с парамет-
ром 

• Найти условия существования периодических   решений   краевой  задачи  
квазилинейных  интегральных  уравнений  Вольтерра. 

• Определить  влияния полюса свободного члена и особенностей ядра на 
решение интегральных и интегро-дифференциальных уравнений  Воль-
терра. 

• Построить асимптотическую структуру решений системы интегральных 
уравнений Вольтерра с особенностью. 
Методика исследований. В настоящей работе использованы метод пре-

образования решений дифференциальных и интегральных уравнений, методы 
аналитической и асимптотической теории дифференциальных уравнений, ме-
тоды функционального анализа. 

Научная новизна диссертации. На защиту выносятся следующие поло-
жения: 

Найденные методом преобразования решений достаточные условия раз-
решимости задачи Коши и построенные структуры решений новых классов ДУ 
в ЧП и ИДУ в ЧП. 

Выявленные методом преобразования решений условия  существования 
решений начальной задачи для интегро-дифференциальных уравнений в част-
ных производных с параметром. 

Найденные условия существования периодических решений краевой за-
дачи для квазилинейных  интегральных  уравнений типа Вольтерра. 

Определение характера влияния полюсов свободного члена и особенно-
стей ядра на решение интегральных и интегро-дифференциальных уравнений  
Вольтерра.  

Построение асимптотической структуры решений системы интегральных 
уравнений Вольтерра с особенностью. 

Теоретическая и практическая ценность. Настоящая работа носит в 
основном теоретический характер. Результаты ее могут быть использованы при 
дальнейших исследованиях по интегральным  и интегро-дифференциальным 
уравнениям, уравнений математической физики и при разработке спецкурсов 
для студентов математических специальностей Вузов КР: КНУ им.Ж. Баласа-
гына, КРСУ им. Б.Ельцина, БГУ им. К.Карасаева.  

Личный вклад соискателя. В диссертационной работе постановка зада-
чи принадлежит руководителю Байзакову А.Б, а соискателю – вывод основных 
соотношений, схема метода и их использование. 
       Апробация результатов. Результаты настоящей диссертации доложены и 
обсуждены на следующих семинарах: Института математики НАН КР (руково-
дитель - академик А.А.Борубаев) и на следующих конференциях: Международ-
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ной научно-практической конференции «Информационные технологии: инно-
вации в науке и образовании», Казахстан, Актобе, 2015; Международной науч-
ной конференции “II Борубаевские чтения” ИМ НАН КР Бишкек, 2018,  “III Бо-
рубаевские чтения”, посвященной 35-летию со дня образования ИМ НАН КР, 
Бишкек, 2019. 

Полнота отражения результатов диссертации в публикациях. По ре-
зультатам исследований соискателем  опубликовано 9 статей: [1-9], в том числе 
две за рубежом. Также опубликованы 4 тезиса докладов [10-13]. В статьях, сов-
местных с научным руководителем, постановка задач принадлежит научному 
руководителю, а полученные результаты - соискателю. В статье [1] соавтору 
принадлежит обсуждение результатов. 

Структура и объем диссертации.  Диссертация состоит из введения, 
трех глав, выводов, списка литературы, содержащего 97 наименований. Объем 
текста 90 страниц. 
  

ОСНОВНОЕ  СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 
 

Во введении дано обоснование актуальности темы, общая характерис-
тика работы, цель и задачи исследования, научная новизна, практическая зна-
чимость, основные положения, выносимые на защиту. 

1 глава «ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ»  содержит обзор литературы по теме 
диссертации. Приведены необходимые сведения и определения, обзор литера-
туры по теме диссертации и вспомогательные результаты из аналитической и 
асимптотической теории дифференциальных уравнений. 

2 глава «МАТЕРИАЛ И МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ» посвящена для 
описания объекта и предмета исследования, использованный метод для реше-
ния поставленных задач.  

Объект исследования. Объектом исследования являются дифференци-
альные и интегро-дифференциальные уравнения в частных производных 
(скалярные и системы уравнений) и интегральные уравнения Вольтерра.  
Рассматриваются проблемы разрешимости начальной задачи, существования 
периодических решений и влияния полюсов свободного члена и особенностей 
ядра на решение интегральных и интегро-дифференциальных уравнений  Воль-
терра. 

Предмет исследования. Дифференциальные и интегро-дифференциаль-
ные уравнения в частных производных (скалярные и системы уравнений) и 
интегральные уравнения Вольтерра. 

Методы исследования. Метод преобразования решений.  
Третья глава. Здесь приводятся результаты собственных исследований и 

их обсуждение. 
В разделе 3.1 применяется метод преобразования решений к исследова-

нию разрешимости начальной  задачи для ИДУ в ЧП третьего порядка 
  

   ( ) ( ) =+++++++ ),(1),(1),(),(),(),( xtuxtuxtuxtuxtuxtu xttttxttx αβααββα          
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,],0[),(,)),(,,,()),(,,(

0

RTDxtdsxsuxstKxtuxtf
t

×=∈+= ∫
    

(3.1.1) 

с начальными данными 
 ,),(),0( Rxxxu ∈=ϕ ,),(),0( Rxxxut ∈=ψ                                        (3.1.2)-(3.1.3) 
где , Rα β +∈  - положительные постоянные, ),],0([),,( RRTCuxtf ××∈

))0(]1,0([),,,( RtsRCusxtK ×≤≤××∈  -заданные функции; ( )1.( ), ( )x x C R Rϕ ψ ∈ → . 
 Решение начальной задачи (3.1.1)-(3.1.3) будем искать в следующем  ин-
тегральном виде  

         (3.1.4) 

где известная  функция, ( )1,2( , ) [0, ]c t x C T R∈ ×  - выбрана так, что )(),0( xxc ϕ= , 
)(),0( xxct ψ= , ),( xtQ - вновь введенная функция, которую следует определить. 

Доказана 
ТЕОРЕМА 3.1.1. Предположим, что выполнены: 

1) В области { }∞<<∞−≥ xt ,0  функция ( , )H t c  является непрерывной и огра-

ниченной  0( , )H t c M const≤ = ; 

2) в областях ,],0[ RRT ×× RtsR ×≤≤×× )0(]1,0[  заданные функции ),,( uxtf ,

),,,( uxstK ограничены: constMuxtf =≤ 1),,( ; constMuxstK =≤ 2),,,(   

и удовлетворяют следующим условиям по аргументу u : 

1212 ),,(),,( uuLuxtfuxtf −≤− ,  1212 ),,,(),,,( uuNuxstKuxstK −≤−   

где NL,  - константы Липшица. 

3) 
2
1

≤
+
αβ

NTL . 

 Тогда нелинейное ИДУВ (3.1.1) с начальными данными (3.1.2)-(3.1.3) 

имеет ограниченное решение. 

В 3.2 разделе изучена разрешимость начальной задачи для ИДУВ четвер-

того порядка  и построено интегральное представление найденных решений. 

Рассмотрим начальную задачу для ИДУВ четвертого порядка 

            

(3.2.1) 

(t,x,y)∈ D2=[0,T]×R2,  

( ) ( )

0

( , ) ( , ) sin( ) ( , )
t x

t s xu t x c t x e t s Q s d dsα β ρ ρ ρ− − − −

−∞

= + −∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( )

2 2

2 2

0

, , 2 , , , , , , 2 , ,

, , , , 2 , , , ,

2 , , , , , ,

, , , , , ( , , , y, ( , , y)) ,

ttxy txy ttx tty ty

xy y tx tt

t x

t

u t x y u t x y u t x y u t x y u t x y

u t x y u t x y u t x y u t x y

u t x y u t x y u t x y

f t x y u t x y K t s x u s x ds

α γ β αβ

α α β γα γβ

αβγ α γ α βγ

+ + + + +

+ + + + +

+ + + =

+ ∫
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( ) ( )0, , ,u x y x yϕ= ,(x,y)∈ R2, ( ) ( )0, , ,tu x y x yψ= ,(x,y)∈ R2,           (3.2.2)-(3.2.3)  
где α,β, γ - положительные константы. Применяя метод преобразования реше-
ний решение задачи (3.2.1)-(3.2.3) ищем в виде      

                              (3.2.4) 

где ( )2,1,1( , , ) [0, ]c t x y C T R R∈ × ×  - причем выполняется нижеследующие условия  

 ( ) ( ) ( ) ( )0, , , , 0, , ,tc x y x y c x y x yϕ ψ= = , а ( ), ,Q t x y  - новая введенная функция.  

ТЕОРЕМА 3.2.1.  Если ,

, . 

Тогда начальная задача (3.2.1)-(3.2.3) имеет решение 
, которое имеет интегральное представление (3.2.4). 

В 3.3 изучим начальную задачу поставленной для системы ИДУ в ЧП с 
параметром на разрешимость: 

         (3.3.1) 

где  с заданным начальным условием  
              (3.3.2) 

Решение начальной задачи (3.3.1)-(3.3.2) ищем в интегральном виде  

 .        (3.3.3) 

Q( t,x,y )– новая неизвестная функция, которую следует определить; , Rα β +∈ . 

ТЕОРЕМА 3.3.1. Пусть , 
 ,  

,  
Тогда существует значение 0 0T > , такое, что начальная задача (3.3.1), 

(3.3.2) будет иметь решение  ( ) [ ]( )1,1,1
0( , , ) 0,u t x y C T R R∈ × × , которое имеет ин-

тегральное представление в виде (3.3.3). 

Далее, рассмотрена начальная задача для нелинейной ДУ в ЧП 

   (3.3.9) 
с начальным условием (3.3.2). Ее решение ищем в виде 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0

, , , ,

sin( ) , , ,
yt x

t s x y

u t x y c t x y

e t s Q s d d dsα β µ γ ν µ ν ν µ− − − − − −

−∞ −∞

= +

+ −∫ ∫ ∫

( ) ( )( , , , ) [0, ]
u

f t x y u C T R R R Lip L∈ × × × ∩

( ) ( )( ) ( )1, , x, y, 0
u

K t s u C s t T R R R Lip L∈ ≤ ≤ ≤ × × × ∩ 1 0
0

( L L T ) 1, T T
αβγ
+

< ≤

( ) ( )2,1,1
0( , , ) [0, ]u t x y C T R R∈ × ×

( )( ) ( )( )
0

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , ) , , , , , , , , , , , , , ,

t x y

t

u t x y u t x y u t x y

A t x y u t x y f t x y u t x y K t s x y u s x y ds

ε

ε ε ε

 + + + 

+ = + ∫

[ ] ( )0, , , ,t T x y R R∈ ∈ ×

( )(0, , ) , .u x y x yϕ=

( )

0

1( , , ) ( , ) ( , , )
t st s

u t x y x t y t e Q s x t s y t s ds
α β

ε εϕ
ε

−
− +

= − − + − + − +∫

( )( , , , ) [0, ]A t x y C T R Rε ∈ × ×

( ) ( )1( , , , ) [0, ]
u

f t x y u C T R R R Lip L∈ × × × ∩

( ) ( )2( , , , , , ) (0 )
u

K t s x y u C s t T R R R Lip Lε ∈ ≤ ≤ ≤ × × × ∩ ( )1( , ) .x y C R Rϕ ∈ ×

( )3
txy t x yu u u u A( t ,x, y )u f ( t ,x, y,u ),ε ε+ + + + = [ ]0,1 , ( , )t x y R R∈ ∈ ×
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             (3.3.10) 

где  – неизвестная функция,  - положительные постоянные. 
ТЕОРЕМА 3.3.2. Пусть . 

Тогда существует значение 0 0T > , такое, что задача Коши (3.3.9), (3.3.2) будет 
иметь единственное решение ( ) [ ]( )1,1,1

0( , , ) 0,u t x y C T R R∈ × × , которое имеет ин-
тегральное представление в виде (3.3.10). 

В 3.4 рассмотрено ИДУ в ЧП третьего порядка 

        (3.4.1) 

(t,x)∈D,с заданными условиями Коши (3.4.2)- (3.4.3), где , Rα β +∈ , ),,( uxtf ,

).,,( usxtK  - заданные непрерывные функции; )(),( xx ψϕ  - известные непрерыв-

ные функции. Решение начальной задачи (3.4.1)-(3.4.3) будем искать в виде  

                          (3.4.4) 

где  - такая непрерывная функция, что имеет место ,

,  - вновь введенная функция, которую следует определить. 

ТЕОРЕМА 3.4.1. Пусть 1) в области D:  ),( xtc  - непрерывная функция, причем  

имеет место )(),0( xxc ϕ= , (0, ) ( ).tc x xψ=  

2) в соответствующих областях функции ),,( uxtf , ),,,( uxstK  непрерывны и огра-

ничены 

constMuxtf =≤ 1),,( ; constMuxstK =≤ 2),,,(  

Кроме того, в этих областях функции ),,( uxtf , ),,,( uxstK  по аргументу u удовле-

творяют условиям Липшица: 

 1212 ),,(),,( uuLuxtfuxtf −≤− , 2 1 1 2 1( , , , ) ( , , , )K t s x u K t s x u L u u− ≤ − , 

3) 1 1
2

L L T
αβ
+

≤ . 

 Тогда в области D сингулярно-возмущенное нелинейное ИДУВ (3.4.1) с 

данными Коши (3.4.2)-(3.4.3) имеет ограниченное решение. 

syt x

3
0

1u( t ,x, y ) ( x,y ) e Q( s, , )d d ds,

α β γµ ν
ε ε ε

ϕ µ ν µ ν
ε

+ +

−∞ −∞

= + ∫ ∫ ∫
Q( t,x,y ) , ,α β γ

[ ]( ) ( )( , , , ) 0,
u

f t x y u C T R R R Lip L∈ × × × ∩

( ) ( )3 2 2

0

1 1 ( , , ( , ))

( , , , ( , ))

ttx tx tt t x

t

u u u u u u f t x u t x

K t s x u s x ds

ε αε βε αβε α ε β α+ + + + + + + = +

+∫

∫ ∫
∞−

−−−−
−+=

t x xst
dsdsQstextcxtu

0
2

)()(
),()(1sin1),(),( ρρ

εε
ρ

ε
β

ε
α

),( xtc )(),( xxoc ϕ=

)(),( xxoct ψ= ),( xtQ
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В 3.5. рассмотрено ИДУВ четвертого порядка вида 

     (3.5.1) 

где  с начальными данными 

( )(0, ) ,u x xϕ= (0, ) ( )tu x xψ= .                         (3.5.2) - (3.5.3)                                                                                 

Решение задачи Коши (3.5.1)-(3.5.3) ищем в виде  

      

(3.5.4) 

ТЕОРЕМА 3.5.1. Пусть ,  
,  

Тогда существует 0 0T > , такое, что начальная задача (3.5.1)-(3.5.2) будет иметь 
решение ( ) ( )2,2

0( , ) [0, ]u t x C T R∈ × , которое имеет интегральное представление в ви-
де (3.5.4). Кроме того все частные производные, содержащие в уравнение 
(3.5.1), равномерно ограничены. 
 В 3.6. рассмотрено  интегральное уравнение Вольтерра (ИУВ) второго 

рода            ,                                              (3.6.1)  

где – квадратная матричная функция; а  – вектор-функция,  опре-

деленные и непрерывные соответственно в областях ( –∞ < < ∞), (–∞ < < 

∞), причем  ,                    (3.6.2)  

 В силу непериодичности оператора Вольтерра, возникает проблема выде-
ления такого класса ИУВ, для которых существуют периодические решения. 
 Доказана 
 ТЕОРЕМА 3.6.1. Наряду с u(t) будет решением ИУВ (3.6.1), (3.6.2) и 
функция u(t+ω) в том, и только в том случае, когда для u(t) выполняется тожде-
ство 

                   
                                                      

(3.6.4) 

 
 
 

( ) ( )( )
2

2
2

0

[ ] [ ]2 ( 1) [ ] , , , , , , , ,
t

t x
L u L u L u f t x u u u K t s u s x ds
x x

α α∂ ∂
+ + + = +

∂ ∂ ∫

[ ]2[ ] 2 ( 1) , 0, , , ,tt tL u u pu p u t T x R p Rα += + + + ∈ ∈ ∈

( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

, ,

sin( )sin( ) ,
t x

x s p t

u t x c t x

e x s t Q s dsdα ν ν ν ν− − − −

−∞

= +

+ − −∫ ∫
( ) ( )1( , , , , ) [0, ]t x u

f t x u u u C T R R R R Lip L∈ × × × × ∩

( ) ( )2( , , , ) (0 )
u

K t s x u C s t T R R Lip L∈ ≤ ≤ ≤ × × ∩ ( ) ( )2 2( ) , ( )x C R x C Rϕ ψ∈ ∈

( )∫ +=
t

0

tfds)s(u)s,t(K)t(u

)s,t(K ( )tf
t,s t

( ) ( )tftf),s,t(K)s,t(K =+=++ ωωω

0

( , ) ( ) 0К t s u s ds
ω

ω+ =∫
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 Пример 3.6.1. Для ИУВ второго рода 

        ( ) ( ) 2

0

sin cos 2sin
t

u t s u s ds t t+ = +∫                                    (3.6.10) 

выполнены все условия (3.6.2), где 2ω π= . Уравнение (3.6.10) имеет решение  
( ) cos ,u t t=  период которого 2ω π= . Условие (3.6.4) в данном случае запишется 

в виде 
2

0

cos sin 0s sds
π

=∫ , и оно выполнено (ортогональность функций 

[ ]π2,0наtcos,tsin ). 

Пример 3.6.2. Для ИУВ первого рода 

         ( ) ( )
0

sin
t

t s u s ds t t− = −∫                             (3.6.11) 

также выполнены условия (3.6.2), где 2ω π= . Уравнение (3.6.11) имеет реше-
ние  ( ) sin ,u t t= , период которого 2ω π= . Проверено выполнение условия 
(3.6.4): 

 
( ) ( ) 0scosdsssinssinstdscosst

2

0

2

0

2

0

2

0

==−−−=− ∫∫
ππππ

.  

Далее, рассмотрено векторно-матричное нелинейное ИУВ с периоди-
ческими коэффициентами 

          ,                                         (3.6.12) 

где  - непрерывная n× n-матричная функция, n-мерная вектор функция 
 определена и непрерывна в области     причём  

                                   (3.6.13) 
 Пусть   - решение периодической краевой задачи 

 для интегрального уравнения (3.6.12), (3.6.13). Обозначим  
- периодическое продолжение  на всю ось. Доказано, что эта функция 
будет  решением интегрального уравнения (3.6.12), (3.6.13) тогда и только то-

гда, когда.
0

( , ) ( ) 0К t s u s ds
ω

ω+ =∫   

В 3.7 рассмотрен вопрос о влиянии полюса свободного члена и ядра на 
решение интегрального уравнения Вольтерра (ИУВ).  
Сначала рассмотрено линейное ИУВ первого рода 

                                                                (3.7.1) 

∫ ∞−∞∈+=
t

tutFdssustKtu
0

),(),,()(),()(

),( stK
),( utF ,, Rut ≤∞≤≤∞−

),(),(),,(),( utFutFstKstK =+=++ ωωω
[ ]ωω ,0),( ∈= ttuu

)()0( ωuu = )(~ tuu ω=
)(tuω

[ ]∫ ∈=
t

TttfdssustK
0

,,0),()(),(
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ТЕОРЕМА 3.7.1.  Пусть 1) в области   функция    
непрерывна и имеет непрерывную производную по t.  
  2)  , и функция  имеет в начале координат особенность 

типа полюс порядка q, т.е.  Тогда интегральное 

уравнение (3.7.1) имеет обобщенное решение вида где  - 
дельта-функция типа Дирака,  некоторая постоянная, а  определяется из 

уравнения вида   

Пример 3.7.1.   Рассмотрим  ИУВ  

( )2 2

3
0

6
( ) ( )

t t s
u t u s ds

s
−

= −∫  

Обозначим     3
( ) ( )u t v tt = ,  имеем 

                    ( )3 2 2

0

( ) 6 ( )
t

t v t t s v s ds= − −∫                                               (3.7.12) 

Уравнение (3.7.12) имеет двухпараметрическое семейство решений 
1 2( ) ,v t c t c= + или  4 3

1 2( ) ,u t c t c t= +  где 21,cc  - произвольные постоянные.  

В 3.8 рассмотрена линейная система вида 
𝑡𝑞𝑢(𝑡) = ∫ 𝐾(𝑡, 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠,𝑡

0                                                    (3.8.1) 

𝑞 > 1 − натуральное число, где  𝐾(𝑡, 𝑠) − 𝑛 × 𝑛-матричная функция, которая 
является голоморфной  в окрестности точки  𝑡 = 𝑠 = 0 . Пусть 𝜆𝑗 −собственные 
значения 𝐾(0,0), 𝑗 = 1. .𝑛 .  Рассмотрен ранее не изученный случай, когда 
𝜆𝑗 , 𝑗 = 1. .𝑛 принимают кратные значения и 𝑅𝑒 𝜆𝑗 > 0.  Под областью  𝑆  пони-
маем открытый сектор в комплексной плоскости  𝑡 с вершиной в начале коор-
динат. Под решением данной системы понимается голоморфная  в  области 𝑆 и 
удовлетворяющая (3.8.1)  в  𝑆 𝑛 × 1 −матричная функция  𝑢(𝑡). Продифферен-
цировав  по 𝑡  (3.8.1), получим  интегро-дифференциальное  уравнение  вида 

𝑡𝑞𝑢𝑡́(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑢(𝑡) + ∫ 𝐾𝑡́ (𝑡, 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠,𝑡
0                              (3.8.2) 

где  𝐴(𝑡) = 𝐾(𝑡, 𝑡) − 𝑞𝑡𝑞−1𝐼, 𝐼 − единичная матрица,  

𝐴(𝑡)~∑ 𝐴𝑗𝑡𝑗∞
𝑗=0 , 𝑡 → 0, 𝑡 ∈ 𝑆.                                              (3.8.3) 

Предполагается, что собственные значения главной матрицы 𝐴0 распада-
ются на две группы  𝜆1, … , 𝜆𝑝  и 𝜆𝑝+1, … , 𝜆𝑛 так, что 𝜆𝑗 ≠ 𝜆𝑘, 𝑗 ≤ 𝑝,𝑘 > 𝑝. Из ли-
нейной алгебры известно, что если собственные значения главной матрицы 
𝐴(𝑡) подразделяется на две группы  𝜆1, … , 𝜆𝑝     и 𝜆𝑝+1, … , 𝜆𝑛 так, что 𝜆𝑗 ≠ 𝜆𝑘, 𝑗 ≤
𝑝, 𝑘 > 𝑝, то матрица 𝐴(𝑡) подобна  блочно-диагональной матрице 

{ }Ttsl ≤≤≤= 0 ),( stK

0)0,0( ≠K )(tf

.0)(,)()( 11 ≠= tf
t

tftf q

),()(2)( txttu += δ )(tδ
α )(tx

,)0,0(
)0()0,()()(),()(

0
N

FtNtFdssxstNtxt
t

q −=+ ∫
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𝑑𝑖𝑎𝑔�𝐴11(𝑡),𝐴22(𝑡)�, где  𝐴𝑗𝑗(𝑡)~∑ 𝐴𝑖
𝑗𝑗𝑡𝑖 , 𝑡 → 0,∞

𝑖=0  причем главная  матрица 
𝐴011 имеет собственные  значения 𝜆1, … , 𝜆𝑝,  а  𝐴022 −собственные значения 
𝜆𝑝+1, … , 𝜆𝑛 . На основании этого факта следует, что нахождение асимптотиче-
ского  решения  (3.8.2) при 𝑡 → 0 сводится к решению уравнений такого же ти-
па для двух блоков 𝐴11(𝑡) и  𝐴22(𝑡)  более низкого  порядка. Повторяя эту ре-
дукцию, можно в конце концов получить некоторое число уравнений типа 
(3.8.2), в которых все собственные значения 𝐴0

𝑗𝑗одинаковы,  т.е. получим ко-
нечную  последовательность уравнений типа (3.8.2), в каждом из которых глав-
ная матрица 𝐴0

𝑗𝑗 имеет только одно собственные значение соответствующей 
кратности.  

Предположим, что (3.8.2) является результатом такой редукции, и можно 
считать, что имеет место (3.8.3), и главная матрица 𝐴0

𝑗𝑗 имеет только одинако-
вые собственные значения. Тогда, не теряя общности, можно считать главную 
матрицу нильпотентной, т.е. ее единственное собственное значение соответ-
ствующей краткости считать нулевым. Действительно, если 𝜆𝑟𝑗 является един-
ственным  собственным значением 𝐴0

𝑗𝑗 , тогда преобразование типа: 𝑢(𝑡) =
𝑧𝑒𝑥𝑝 𝑡−𝑞+1

−𝑞+1
𝜆𝑟𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑟����,∑ 𝑟𝑗 = 𝑛,𝑟

𝑗=1  переводит (3.8.2) в уравнение вида 

𝑡𝑞𝑧𝑡́𝑒
𝜆𝑟𝑗

𝑡−𝑞+1
−𝑞+1 = �𝐴𝑗𝑗(𝑡)− 𝜆𝑟𝑗𝐼𝑟𝑗�𝑧𝑒

𝜆𝑟𝑗
𝑡−𝑞+1
−𝑞+1 + �

𝜕𝐾𝑗𝑗(𝑡, 𝑠)
𝜕𝑡

𝑧(𝑠)𝑒𝜆𝑟𝑗
𝑠−𝑞+1
−𝑞+1𝑑𝑠,

𝑡

0
 

где главный член матрицы  𝐴(𝑡) − 𝜆𝑟𝑗𝐼𝑟𝑗, есть 𝐴0
𝑗𝑗 − 𝜆𝑟𝑗𝐼𝑟𝑗, т.е. нильпотентная 

матрица. Уравнение (3.8.2) преобразуется к виду 

𝑡𝑞𝑍𝑡 = 𝐵(𝑡)𝑍 + ∫ 𝑏∗(𝑡, 𝑠)𝑍(𝑠)𝑒𝜆𝑟𝚥
𝑠−𝑞+1−𝑡−𝑞+1

−𝑞+1 𝑑𝑠,𝑡
0

́
                          (3.8.4) 

где 𝐵(𝑡) = 𝐵1(𝑡)⨁…⨁𝐵2(𝑡),  𝑏∗(𝑡, 𝑠) = 𝑏1∗(𝑡, 𝑠)⨁…⨁𝑏2∗(𝑡, 𝑠), 

1 * 1 ( , )( ) ( ) ( , ) ( ) [ ( )] , ( , ) ( ) ( ).
jj

jj q
j j j j t j j j

K t sB t S t K t t S t t S t b t s S t S s
t

− − ∂′= − =
∂  

𝑆𝑗(𝑡) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1, 𝑡𝑔𝑗 , 𝑡2𝑔𝑗 , … , 𝑡(𝑛−1)𝑔𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑟.����� 

Тогда   уравнение  (3.8.4) примет вид: 

𝑡𝑞−𝑔𝑗0𝑍𝑡́ = 𝑡−𝑔𝚥0𝐵(𝑡)𝑍 + 𝑡−𝑔𝚥0 ∫ 𝑏∗(𝑡, 𝑠)𝑡
0 𝑍(𝑠)𝑒𝜆𝑟𝚥

𝑠−𝑞+1−𝑡−𝑞+1

−𝑞+1 𝑑𝑠.
́

                (3.8.5) 

Обозначим ℎ𝑗 = 𝑞 − 𝑔𝑗0, тогда  ℎ𝑗 может принимать как целые, так и рацио-
нальные  значения. Сформулируем полученные для системы (3.8.1) в случае 
кратных собственных значений главной матрицы 𝐾(0,0).  Все преобразования, 
которые должны, в конечном счете привести к асимптотическому решению 



13 
 

(3.8.1) и применяются к системам более низкого порядка, можно представить 
как одну замену переменных в виде 𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑍𝑒𝑥𝑝 𝑡−𝑞+1

−𝑞+1
𝜆𝑟𝑗 , 

Сформулируем полученное для системы (3.8.1) в случае кратных собственных 
значений главной матрицы 𝐾(0,0).  Все преобразования, которые должны, в ко-
нечном счете привести к асимптотическому решению (3.8.1) и применяются к 
системам более низкого порядка, можно представить как одну замену перемен-
ных в виде 𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑍𝑒𝑥𝑝 𝑡−𝑞+1

−𝑞+1
𝜆𝑟𝑗 , Тогда получим фундаментальное матрич-

ное решение уравнения (3.8.1) на случай кратных собственных значений в виде 
 𝑢(𝑡) = 𝑢�(𝑡)𝑒𝐴�(𝑡) ∙ 𝐶, где 𝑢�(𝑡) − обладает асимптотическим разложением по 
степеням 𝐴̃(𝑡) − диагональная матрица, где диагональные элементы имеют раз-
ложение по степеням  𝑡−1/𝑃 , 𝑐 − произвольный вектор столбец. 

       ТЕОРЕМА 3.8.1. Пусть 𝐾(0,0) имеет кратные собственные значения 𝜆𝑟𝑗 и 
выполняется условие 𝑅𝑒𝜆𝑟𝑗 > 0, 𝑗 = 1. . 𝑟. Тогда уравнение (3.8.1) в каждом  до-
статочно узком подсекторе  𝑆∗ ∈ 𝑆 (сектор с вершиной в начале координат, со-
держащий вещественную полуось) имеет матричное решение вида 𝑢(𝑡) =
𝑢�(𝑡)𝑒𝐴�(𝑡), где 𝐴̃(𝑡) −диагональная матрица, диагональные элементы которой 
являются диагональными матрицами порядка 𝑟𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑟����,∑ 𝑟𝑗 = 𝑛,𝑟

𝑗=1  с диаго-
нальными элементами, имеющими разложение относительно 𝑝 −положитель-
ное целое, 𝑢�(𝑡) обладает асимптотическим свойством разложения по 
ням 𝑡1/𝑃. 

 

ВЫВОДЫ 
 

1. Найдены достаточные условия разрешимости задачи Коши и построены 
структуры решений новых классов ДУ в ЧП и ИДУ в ЧП. 

2. Найдены условия существования решений начальной задачи для систем ин-
тегро-дифференциальных уравнений в частных производных с параметром. 

3. Найдены достаточные  условия существования периодических решений 
краевой  задачи для квазилинейных  интегральных  уравнений  Вольтерра. 

4. Определены существенные влияния полюса свободного члена и особенно-
стей ядра на решение интегральных и интегро-дифференциальных уравне-
ний  Вольтерра. 

5. Найдена асимптотическая структура решений системы интегральных урав-
нений Вольтерра с особенностью. 
Автор выражает глубокую признательность и благодарность своему науч-

ному руководителю д.ф.-м.н., профессору Байзакову Асан Байзаковичу  за по-
становку проблемы исследования и постоянное внимание к работе.
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Джээнбаева Гулгаакы Абдыкааровнанын 01.01.02 – дифференциалдык тең-
демелер, динамикалык системалар жана оптималдык башкаруу адистик боюнча 
физика-математикалык илимдердин кандидаты окумуштуулук даражасын алуу 
үчүн сунушталган «Интегралдык жана жекече туундулуу интегро-диффе-
ренциалдык теңдемелердин  чыгарылыштарынын асимптотикалык жана 
аналитикалык касиеттери» аттуу диссертациялык ишинин 

РЕЗЮМЕСИ 
Негизги сөздөр: интегралдык теңдеме, өзгөчө чекит, мезгилдүү чыгарылыш, 
жекече туундулуу дифференциалдык теңдеме, жекече туундулуу интегро-
дифференциалдык теңдеме, бащтапкы маселе. 
Изилдөөнүн объектиси: дифференциалдык жана интегралдык тендемелердин 
чыгарымдуулугу жана чыгарылыштарынын түзүлүшү, дифференциалдык жана 
интегралдык тендемелердин чыгарылыштарынын касиеттери, Вольтерра 
интегралдык теңдемелеринин  мезгилдүү чыгарылыштары. Өзгөчө чекити бар 
Вольтерра интегралдык теңдемелеринин системасынын чыгарылыштары. 
Иштин максаттары: жекече туундулуу дифференциалдык (интегро-
дифференциалдык) теңдемелери үчүн баштапкы маселенин чыгарымдуулу-гунун 
жетиштүү   шарттарын аныктоо жана чыгарылыштарынын түзүлүшүн табуу; 
параметрлүү жекече туундулуу интегро-дифференциалдык теңдемелер үчүн 
баштапкы маселенин чыгарылыштарынын жашоо шарттарын табуу; квази 
сызыктуу Вольтерра интегралдык теңдемелеринин чектик маселесинин мезгилдүү 
чыгарылыштарынын жашашынын шарттарын табуу; Вольтерра интегралдык жана 
интегро-дифференциалдык теңдемелеринин чыгарылышта-рына бош мүчөнүн 
жана ядронун өзгөчөлүктөрүнүн таасирин аныктоо; өзгөчөлүктөрү бар Вольтерра 
интегралдык теңдемелеринин системасынын чыгарылыштарынын 
асимптотикалык түзүлүшүн табуу. 
Изилдөөнүн ыкмалары: чыгарылыштарды өзгөртүп түзүү усулу, диффе-
ренциалдык теңдемелердин аналитикалык жана асимптотикалык теориясынын 
жана функционалдык анализдин ыкмалары колдонулган.    
Илимий жыйынтыктар: жекече туундулуу дифференциалдык (интегро-
дифференциалдык) теңдемелери үчүн баштапкы маселенин чыгарымдуу-лугунун 
жетиштүү шарттары аныкталды жана чыгарылыштарынын түзүлүшү табылды; 
параметрлүү жекече туундулуу интегро-дифференциалдык теңдеме-лер үчүн 
баштапкы маселенин чыгарылыштарынын жашоо щарттары аныкталды; квази 
сызыктуу Вольтерра интегралдык теңдемелеринин чектик маселесинин мезгилдүү 
чыгарылыштарынын жашашынын шарттары табылды; Вольтерра интегралдык 
жана интегро-дифференциалдык теңдемелеринин чыгарылыштарына бош 
мүчөнүн жана ядронун өзгөчөлүктөрүнүн таасири маанилүү экени аныкталды; 
өзгөчөлүктөрү бар Вольтерра интегралдык теңдемелеринин системасынын 
чыгарылыштарынын асимптотикалык түзүлүшүн тургузулду. 
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РЕЗЮМЕ 
диссертации Джээнбаевой Гулгаакы Абдыкааровны  «Асимптотические и 
аналитические свойства решений интегральных и интегро-дифференци-
альных уравнений в частных производных» представлена на соискание ученой 
степени кандидата физико–математических наук по специальности 01.01.02 - 
дифференциальные уравнения, динамические системы и оптимальное управление. 

Ключевые слова: интегральное уравнение, особая точка, периодическое 
решение, дифференциальное уравнение в частных производных, интегро-
дифференциальное уравнение в частных производных, начальная задача. 

Объект исследования: разрешимость и структура решений дифференци-
альных и интегральных уравнений, аналитические и асимптотические свойства 
решений дифференциальных и интегральных уравнений, периодические   реше-
ния   краевой  задачи  квазилинейных  интегральных  уравнений  Вольтерра, 
асимптотическая структура решений системы интегральных уравнений Вольтерра 
особенностью. 

Цели работы: выявить достаточные условия разрешимости задачи Коши и 
построить структуры решений новых классов ДУ в ЧП и ИДУ в ЧП. Найти усло-
вия существования решений начальной задачи для систем интегро-
дифференциальных уравнений в частных производных с параметром. Определить  
влияния полюса свободного члена и особенностей ядра на решение интегральных 
и интегро-дифференциальных уравнений  Вольтерра. 

Методика исследования: Использованы методы преобразования решений 
дифференциальных и интегральных уравнений, методы аналитической и асимп-
тотической теории дифференциальных уравнений и функционального анализа. 

Научная новизна: Найдены достаточные условия разрешимости задачи 
Коши и построены структуры решений новых классов ДУ в ЧП и ИДУ в ЧП. 
Найдены условия существования решений начальной задачи для систем интегро-
дифференциальных уравнений в частных производных с параметром. 
Найдены достаточные  условия существования периодических решений краевой  
задачи  квазилинейных  интегральных  уравнений  Вольтерра. Определены суще-
ственные влияния полюса свободного члена и особенностей ядра на решение ин-
тегральных и интегро-дифференциальных уравнений  Вольтерра. Найдена асимп-
тотическая структура решений системы интегральных уравнений Вольтерра с 
особенностью. 
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SUMMARY 
Dzheenbaeva Gulgaaki Abdykaarovna 

The dissertation "Asymptotic and analytical properties of solutions of integral and 
integro-differential partial differential equations" is presented for the degree of can-
didate of physical and mathematical sciences in 01.01.02 specialty - differential equa-
tions, dynamical systems and optimal control. 
Keywords: integral equation, singular point, periodic solution, partial differential equa-
tion, partial differential integro-differential equation, initial value problem. 
Object of study: solvability and structure of solutions of differential and integral equa-
tions, analytical and asymptotic properties of solutions of differential and integral equa-
tions, periodic solutions of the boundary value problem of quasilinear Volterra integral 
equations, asymptotic structure of solutions of a system of Volterra integral equations 
by a singularity. 
Objectives: Find sufficient conditions for the solvability of the Cauchy problem and 
construct structures of solutions of new classes of partial differential equations and par-
tial integro-differential equations. Find conditions for existence of solutions to the initial 
value problem for partial integro-differential equations with the parameter. Determine 
the influence of the pole of the free term and the features of the nucleus on the solutions 
of Volterra integral and integro-differential equations. Find asymptotic structure of the 
solutions of the system of Volterra integral equations with singularity is. 
Research technique: methods of transforming solutions of differential and integral 
equations, methods of the analytical and asymptotic theory of differential equations and 
functional analysis. 
Scientific novelty: Sufficient conditions for the solvability of the Cauchy problem are 
found and structures of solutions of new classes of integro-differential equations in par-
tial derivatives and integro-differential equations are constructed. Conditions of the ex-
istence of solutions to the initial value problem for systems of partial differential in-
tegro-differential equations with a parameter are found. Sufficient conditions for the ex-
istence of periodic solutions of the boundary value problem of the quasilinear Volterra 
integral equations are found. The significant influence of the pole of the free term and 
the features of the nucleus on the solution of the integral and integro-differential Volter-
ra equations are determined. The asymptotic structure of the solutions of the system of 
Volterra integral equations by a singularity is found. 
  



19 
 

Перечень условных обозначений и сокращений: 
 

nR – n-мерное вещественное евклидово пространство, а его точки 
),,,( 21 nxxxx =  (по умолчанию – векторы-столбцы): ( )∞+=+ ;0:R ; [ )

0t 0I t ,= +∞ ,
0D I R= × ; 

х  – норма вектора ( )nххх ,1= : kk
xx max

0
= ;  

2
x  – евклидова норма вектора x : 22

2
2
12

, nxxxxxx +++=><=  ; 
{ })(: xPXx∈  – или более кратко { })(: xPx  – множество всех точек х, для которых 

выполнено логическое условие )(xP ; 
( )Λ→Ω,...,βαC  – пространство функций, непрерывных вместе со своими  

производными порядка α  по первой переменной, β  по второй переменной, …; 
где Ω  и Λ  – области в евклидовых пространствах nR  и kR  соответственно; 

( )Λ→Ω,...,βαC  – пространство функций, ограниченных и непрерывных вместе 
с производными до соответствующего порядка; 

М – верхняя грань класса ограниченных функций на неограниченных областях;  
( ),...,

ν
KLLip

u
 – класс функций, удовлетворяющих условию Липшица по пере-

менной u  с коэффициентом L, по переменной ν  с коэффициентом ,...K ; для функ-
ций одной переменной индекс будем опускать (коэффициенты могут быть и 
функциями других переменных); 

Для заданных функций нескольких переменных нижний индекс будет обозна-
чать частную производную по соответствующему аргументу: 

( ) ( ) nk
k

n
nk

,...,2,1,,...,,,...,, 21
21 =

∂
∂

=
ξ

ξξξϕξξξψξ ; 

ДУ  – дифференциальное уравнение; 
ИУВ – интегральное уравнение Вольтерра; 
ИДУ – интегро-дифференциальное уравнение; 
ИДУВ – интегро-дифференциальное уравнение Вольтерра; 
ДУ в ЧП – дифференциальное уравнение в частных производных; 
ИДУ в ЧП – интегро-дифференциальное уравнение в частных производных; 
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